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1. In de getallentheorie ontmoet men wel problemen van de vol-
gende aard, Als f(xq,xg,...,xn) een gegeven, reé&le functie van n
veranderlijken (n 2) van eenvoudig type en /4 een positief getal 1s,
is dan te voldoen azn de ongelijkheid

(1) }

voor gehele waarden van de veranderlijken? Bij de behandeling van

ey

1(j’{-qxxlza.vw g ':Xﬁ) g < LA

zulke problemen bliljkt het nuttig -om de verzameling van de punten
x=(%,,%5,...,% ) in R, met re€le coBrdinaten x,, te beschouwen,
waarvoor voldaan 1is aan (1). Het gaat er dan om, of deze verzameling
punten met gehele cotrdinaten, zgn. roosterpunten, bevat,

Het bovenstaande is het ultgangspunt van de meetkunde der ze -
tallen, Daarin worden systematisch relaties onderzocht, die bestaan
tussen figuren en roosters in de n-dimensionale,Euclidische ruimte
Rn en wordt een groot aantal stellingen betreffende ongeli jkheden
In gehele getallen afgeleid. Nauw hieraan aansluitend, kunnen de be-
grippen en resultaten van de meetkunde der getallen toegepast worden
bl) verschillende benaderingsproblemen, Globaal gesproken, geat het
er blj zulke probklemer om, een gegeven redel getal of stelsel re&le
getallen te benaderen door waarden van voorgegeven functies voor ge-
hele waarden der variabelen., In het volgende zullen we onder meer
twee klassieke btenaderingsproblemen behandelen.

2. We werken eerst alleen in het platte vlak, We denken daarin
een rechthoekig assenstelsel gegeven, met oorsprong 0, Punten geven
we aan met Xz(Xﬂ,Xg),§’, x(q), a,b, enz,; we tellen ze op als vecto-
ren, We gebruiken de volgende begrippen en notaties:

Sterverzameling: figuur S in Ry die voldoet aan de eisen:
1) 0 is inwendig punt van S
2) elke halfrechte vanuit O heeft 2ls doorsnec met S een
ment Ox.
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rooster: verzameling /N van de punten x van de vorm
48+ ugb (u,},u2 geheel),
waarblj a en b gegeven punten zijn, niet op een rechte

X = U

door O,

determinant d(/): oppervlakte van het parallelogram O,a,b,a+b.

homogeen minimum 4 (S, A): grootste getal .« 20 (evt. o), waarvoor
het inwendige van 3 geen punt x#0 van A bevat ,

determinant van 8: A(S) = inf d(/\) Lee(s, A) = 1]

kritiek roost.» At «(S,N\} = 1 un @(PQ = C%S)

inhomogeen minimum: G(k, A) = inf & [ e/\ (6S+x) = RQ] .

3. Als voorbeeld beschouwen we het sterlichaam S:
iquol ¢ 71, begrensd door twee orthogonale hyperbolen, en het rooster
‘ A met basis a=(-1,1), b=(V+1, V),
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waarbi] 2?’:%(~1+\/§). We beschouwen
ook de affilene transformaties Slt, be-

paald door

( - "o L <
;1t =X, =t X% =t %, (t >0).

Ze laten S invariant en heten automor-
fle&n van S,

Een willekeurig punt x:(xq,xz)
van AO is van de vorm

X = u,a + usb = (-—u,l + %ug + é Vs, u,- 2u2+2u \/5) (uq,u25¢M£DJ

2 42 , .
zodat X, X =us+u,u,-uz, dus ix]xq >1 als x£0. Dus N,s en evenzo

1 —
flt/\ (t >0), heeft geen punt £0 binnen S. Verder is d(/%):d@?tﬂb)=V5,
Een elementaire meetkundige beschouwing leert dat de roosters

fqt Ao de enige kritieke roosters zijn van S, en ook van

sgci, }le_g/ﬁ (e > 0, 72 ~0),

1

1, X

Hn

S, b x%, 1

als maar bijv. <3 216.
Laat nu }'een willekeurig irrationaal getal zijn. Passen we het
vorige toe op het rooster der punten

x = -p.(V5,0) + q-(;‘{\/gﬂ) = ((a§-p) V5,q) (p,a geheel),

dan vinden we het resultaat van Hurw1tz, dat voor oneindig veel ver-
schillende breuken p/q geldt }j p/al <5 2q Cy



Dat dit resultant niet verscherpt kan worden, is ook gemakke-
11k meetkundig 2an te tonen.

4, 213 K een begrensd, convex lichaam in Rn’ met ¢ als inwen-

dig punt (n22; © ocorsprong van rechthoeklg assenstelsel), Als
rooster beschouwen we nu uiltslultend het fundamentele rooster WU,
bestaande ult de purten meg gehele colrdinaten, We noemen k punten
{k ¢n) onafhankelijk, als ze niet in een (k-1)-dimensionaal hyper-
vlak door O liggen, Verder stellen we:

-y

Akn(K) = Inf 4 [ AAK bevat n onafhankelljke roosterpunten | .

¢ (K) = inf & [ G (k) =nr 7.

),u\‘ ,...,u(n) n onafhankelljke roosterpunten in
Al K zigps en z1j P
uﬁq),u 2 ..,u(n). Jon is P bevat in nﬁuhK en elk punt g &Rn te
schrijven als ut+x met W€ U, x €P. Daaruit volgt de relatie van

Jarnik:

het parallelotoop, oprespannen door de vectoren

(2) ¢ (K) 2 n 4 (K).

5. Met behulp van (2) valt te bewiljzen de
Stelling van Kronecker. Laten gegeven zijn q linealre vormen

Li(xq,xg,...,xm) = Ry K G Kb oy X
Dan bestaat blj elk getal € >0 en blj elk stelsel re&le getallen
ﬂq,/ﬂg,...,/ﬁq een roosterpunt u=(uq,u2,...,un) met
fLi(uq,ug,...,um) ~/3i—um+i) < & (1=1,2,...,q),

mits voldaan 1s aan de volgende voorwaarde: er zijn geen gehe le

getallen hq,hg,...,hq, niet alle nul, waarvoor

thq(anXg:---:Xm) Foout thq(xq,xg,...,xm)

een vorm met gehele co¥fficiénten is.
Bewljs. Zij M een positief getal, K het parallelotoop

&
}Li(xq,xg"”’xm)—xmé-ii = ‘/ﬂ, )XJiéM (im/!,...,qg qu,..,,m),

en H de strook QLi(xﬁ,xg,...,xm)wxm+1tg%&x (i=1,...,9). We letten
op de roosterpurten in K, Er zijn twee mogelijkheden:



=l

2) Bij geschikte keuze van M bevat K n onafhankelijke rooster-
punten, Dan is A4 (K) ¢ 1. Dus G (K)swv, dus 6 (nK) ¢1. Dus geldt
de bewering van de stelling.

P) De strook H bevat geen n onafhankelljke roosterpunten. Dan
liggen de roosterpunten in H in een (n-1)-dimensionaal vlak V met
vergeligking .

LQ+1(X1,X2,...,XD) = N X, + hpXy +o.th X = 0,

waarblj we mogen onderstellen dat de¢ coéfficilénten hi gehele getal-
Q1 ¢en lineaire combina-
tle 1s van de vormen Lq,Lg,...,Lq. Daaruit valt af te lelden dat

nlet voldaan is aan de voorwaarden van de stelling.

len zin, Men kan aantonen, dat de vorm L



